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Approximative Kompaktheit verallgemeinerter
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Eine nichtleere Teilmenge A eines reellen Banach-Raumes B heiBt nach
Efimov und Stechkin [4] approximativ kompakt, wenn flir jedes b in B jede
Folge {an: n E N} c A mit lib - an!1 -+ inf{ilb - a;: : a E A}1 eine Teilfolge
enthalt, die gegen ein Element von A konvergiert. Man zeigt leicht, daB eine
approximativ kompakte Teilmenge eines reellen Banach-Raumes Existenz­
menge 2 ist und daB die zugeh6rige mengenwertige metrische Projektion
stetig von oben ist 3 (vgl. Singer [8], der ausflihrlich auf die Bedeutung des
Begriffs der approximativen Kompaktheit eingeht).

Flir die Konstruktion von Verfahren zur numerischen Behandlung des
Problems der besten Approximation von Elementen eines reellen Banach­
Raumes B durch Elemente einer nichtleeren Teilmenge A von B ist es von
groBer Bedeutung, zu wissen, ob die Menge A approximativ kompakt ist.
In sehr vielen-wenn nicht in allen-bekannten Verfahren zur Konstruktion
eines Elementes bester Approximation in A zu einem vorgegebenen Element
b von B wird namlich zunachst eine Minimalfolge flir b in A konstruiert, von
der dann auf die eine oder andere Weise gezeigt wird, daB sie eine Teilfolge
enthiilt, die gegen das gesuchte Element bester Approximation konvergiert.
Weil3 man nun aber, daB die Menge A approximativ kompakt ist, so weiB
man a priori, daB jede Minimalfolge in A flir ein vorgegebenes Element b von
Beine konvergente Teilfolge enthalt, deren Limes ein Element bester Ap­
proximation flir b in A ist.

Die folgenden Voraussetzungen gelten flir die ganze Arbeit. MaBtheoretische
Begriffe und Bezeichnungen werden stets im Sinne von Dunford und Schwartz
[3] verstanden. AIle auftretenden Funktionen seien reellwertig. Zwischen

I Eine solche Folge heiBt Minimalfolge flir b in A.
2 Siehe unten.
3 Das nach dieser Bemerkung mit dem Problem der approximativen Kompaktheit eng

verkniipfte Problem der Stetigkeit von metrischen Projektionen ist flir den FalI der besten
Approximation in reellen Banach-Raumen yom Typ C(X) durch veralIgemeinerte rationale
Funktionen von einer Reihe von Autoren behandelt worden, allerdings stets unter der-hier
grundsatzlich nieht gemachten-Voraussetzung der eindeutigen Losbarkeit des Approxi­
mationsproblems (vgl. hierzu Cheney und Loeb [2] und Werner [9], der die Bedeutung dieses
Problems flir numerische Verfahren behandelt).
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Funktionen und Aquivalenzklassen von Funktionen beziiglich eines Mal3es
wird, wenn keine Mil3verstandnisse zu befiirehten sind, nieht unterschieden.

X sei ein kompakter Hausdorff-Raum und p.. sei ein positives Mal3 aus
rca(X) mit supp(p..) = x. 4 P und Q seien endlieh-dimensionale Teilraume des
reellen Banach-Raumes C(X) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf X,
ausgestattet mit der sup-Norm. Es sei dim Q ;;;: 1. SeQ) bezeichne die Ein­
heitssphare von Q, i.e. die Menge {q E Q: sup{iq(x)[ : x EX} = I}. P x SeQ)
bezeichne den vollstandigen metrischen Raum aller Paare (p,q) mit pEP,
q E SeQ), ausgestattet mit der Metrik

d«p,q), (p',q'»: = sup {sup {Ip(x) - p'(x)1 : x EX},

sup {Iq(x) - q'(x)1 : x EX}}.

Es gelte p..(q-l(O» = 0 fiir jedes q E SeQ).
M (X, p..) bezeichne den vollstandigen reellen metrischen linearen Raum aller

reellwertigen, p..-mel3baren Funktionen (modp..!) auf X, ausgestattet mit der
Metrik

dll(f,g): = inf{E + p..{x EX: If(x) - g(x) I> E}}.

r bezeichne die Abbildung von P x SeQ) in M(X,p..), die jedem Paar
(p,q) das Element r(p,q) von M(X,p..) zuordnet, das durch

rep, q) (x) : = p(x)jq(x)

fUr x E X\q-l(O) wohldefiniert ist (man beachte, dal3 p..(q-l(O» = 0 fUr jedes
q E SeQ»~. Die Elemente von r(P X SeQ»~ heil3en aus naheliegenden Griinden
verallgemeinerte rationale Funktionen.

Sei 1 ~ IX ~ 00. Die Menge Ra. sei definiert durch

Rex : = r(P x S(Q» n Lex(X, p..).

Die iibliche Norm des reellen Banach-RaumesLa.(X,p..) wird mit L.iia. bezeich­
net. Fiir jedes fE La.(X,p..) sei der Abstand 'Pex(f) vonfzu Ra. bzw. die Menge
epa.(f) der Elemente bester Approximation vonfin Ra. definiert durch

'f!a.(f) := infHf - r [x : r E R,,}

epa.(f) : = {r E Ra. : : f - r;[" = 'Pi!)}

Die Menge Ra. heil3e E- bzw. U- bzw. EU-Teilmenge 5 von L,,(X,p..), wenn fUr
jedes fE La.(X,p..) die Menge epa.(f) mindestens ein bzw. hOchstens ein hzw.
genau ein Element enthalt.

4 sUPP {J-L} bezeichnet den Trager des MaBes J-L.
S E- bzw. EU-Mengen heiilen in der Literatur oft Existenz- bzw. Chebychev-Mengen.
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Wegen SUppCJ.t) = X ist C(X) in kanonischer Weise linear und isometrisch
in L",(X,I-') eingebettet. Wegen I-'(q-'(O» = 0 fUr jedes q E SeQ) ist

supp(q):= X\q-'(O) = X fUr jedes q E SeQ). Mit Hilfe dieser Uberlegungen
kann man aus spateren Aussagen tiber die Approximation von Elementen
von L",(x,l-') durch Elemente von R", Ergebnisse von Newman und Shapiro
[6] und von Boehm [1] ableiten.

Es sei noch das fUr einige spatere Uberlegungen ntitzliche Diagramm von
samtlich stetigen Inc1usionsabbildungen erwiihnt:

M(X,I-') ::> L,(X, 1-')::> L",(X, p.)::> Lf,,{X, p.) ::> L",(X, p.)::> C(X)
U U U U U

-r(P x SeQ»~ ::> R, ::> R", ::> Rf3 ::> R",

LEMMA 1. (i) Sei {(p",qn): n E N} eine konvergente Folge in P x SeQ) mit
dem Limes (p,q). Dann gilt

sup {:PiX) _ p(x)\ : x E A' -+ 0
iqn(x) q(X) I J

fur jede abgeschlossene Teilmenge A von X, die in

X\(q-'(O) U U q;;'(O»
nfN

liegt.
(ii) Sei 1 ~ ~ ~ OCJ und sei {rn= -r(p",qn) : n E N} c R", eine beschriinkte

Folge in L,iX,I-')' Dann gibt es ein r = -r(p,q) E R", und t!ine Teilfolge
{rnl = -r(Pn"qn): i E N} so, daft die Folge {(Pn"qn): i E N} in P x SeQ) gegen
(p,q) konvergiert und so, daftfur jedesfE L",(X,p.)

Ilf - rp", ~ limsup{llf- rn![",: n EN}.

Beweis. ad (i): Sei 0: = inf{lq(x) I: x E A}. Dann ist 0> 0 und wegen
(p",qn) -+ (p,q) in P x SeQ) gibt es ein no E N so, daB inf{[qn(x)! : x E A};;;;-t8
fUr jedes n ;;;; no. Daher ist fUr jedes n ;;;; no und fUr jedes x E A

IPn(x) P(X)! 1
!qn(X) - q(x) = Iqn(x)q(x)!!Pn(X)q(X) - p(x)qn(x)!

~ :2 (11Pn - p!!", ilq il", + Ilpll", Iqn - q I!,,)

und daraus liest man die Behauptung abo
ad (ii): Da die Folge {rn= -r(Pn,qn): n E N} beschriinkt ist in LIi(X,p.)

und da fUr jedes n E N

IIPn:l", ~ IIPn - rnqnl[", + IIrnqnl'", = Ilrnqn!l",

~ !lrn111i ilqnll", = IIrnl!""
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ist die Folge {iPn"'>'. : 11 EN} besehrankt. Da auf dem endlieh-dimensionalen
Banaeh-Raum P aile Normen aquivalent sind. ist also auch die Folge
{'PIlI I", : 11 E N} beschrankt. Die Folge {(p",qll) : 11 E N} ist also besehrankt in
P x SeQ) und hat daher eine Teilfolge {(Pnpqn,): i EN}, die in P x SeQ)
gegen ein (p,q) E P X seQ) konvergiert. Sei nunfE L'>'.(X, /1,) und sei

E . _I x:=X . Iq(x)1 > ~h U q-l(O)
k • - l" ~. = kf \,1E!'l n

fUr kEN. Dann liegt die Folge {If - I' iXEk: kEN} inL'>'.(X,fL) und konvergiert
fL- fast tiberall und monoton zunehmend gegen die Funktion If - I' i. Da weiter
fUr i, kEN

,l(f- 1') XEki!'>'. ~ 1'(1- rn,) XEkli'>'. + i!(rni - 1') XEkl", ~ lif- rnil'>'.

..l- '/rni - 1') XEkl l '>'.

und da wegen (i) d(rn, - r)xEk'i'>'. ~ 0 fUr jedes kEN, ist if - I' IE L",(X'fL)
und daher aueh rEL",(X,fL) und es gilt

If- I'll'>'. ~ limsup{IJ- rnl;'>'. : n EN}.

SATZ 2. Die Abbi/dung T ist eine stetige Abbi/dung des metrischen Raumes
P x SeQ) in den metrischen Raum M(X,fL).

Beweis. Sei {(p",qn) : n E N} eine konvergente Folge in P x SeQ) mit dem
Limes (p,q). Da

eine fL-N ullmenge ist und da fL regular ist, gibt es zu jedem E > 0 eine offene
Teilmenge E von X mit NeE und fL(E) < E. Mit Lemma 1 (i) folgt hieraus,
daB die Foige {T(p",qll): n E N} fL-gleichmaBig, und daher insbesondere in
M(X,fL), gegen T(p,q) konvergiert.

Zu den folgenden beiden Satzen vgI. Efimov und Stechkin [4].

SATZ 3. Die Menge R'>'. ist schwach folgenabgeschlossen in L",(X,fL) fur
1 < Q( < 'lJ.

Beweis. Die Folge {rn= T(Pn,qn) : n E N} c R'>'. konvergiere schwach in
L'>'.(X,fL) gegen fE L",(X,fL). Dann ist {rn: n EN} beschrankt in L'>'.(X,fL) und
daher gibt es naeh Lemma 1 (ii) ein I' = T(p,q) E R", und ein Teilfolge
{rlli = T(Pnpqn,) : i E N} so, daB die Folge {(Pn"qn,) : i E N} in P x SeQ) gegen
(p,q) konvergiert. Sei nun

Ek : = [x EX: Iq(x)j ~ ~}\U .q;;I(O)
t n<!"
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fUr k E Nund sei g: = sgn(f- r) E L",,(X,fJ,). Dann Iiegt die Foige {if - r IXEk:
kEN} in La.(X,fJ,) und konvergiert fJ,-fast Uberall und monoton zunehmend
gegen die Funktion If - r I. FUr jedes kEN konvergiert die Foige

{Ix (rnlx ) - r(x))g(XhEk(x) fJ,(dx) : i E N}

nach Lemma 1 (i) gegen Null und sie konvergiert gegen

Ix (f(x) - rex)) g(x) XEk(X) fJ,(dx),

da die Foige {rnl : i E N} schwach gegenfkonvergiert und da gXEk E L",,(X,fJ,).
Also ist

°= Ix (f(x) - r(x))g(XhEk(X)fJ,(dx) = Ix !f(x) - r(x)1 XEk(X)fJ,(dx)

fUr jedes kEN und daher ist auch

Ix I(f(x) - r(x)1 fJ,(dx) = 0,

i.e.f= r ERa..
Da La.(X,fJ,) fUr 1 < oc < co ein uniform konvexer Banach-Raum ist und

da eine schwach foigenabgeschiossene Teilmenge eines uniform konvexen
Banach-Raumes approximativ kompakt ist (Efimov und Stechkin [4]), foIgt
aus Satz 3.

SATZ 4. Die Menge Ra. ist eine approximativ kompakte Teilmenge von
La.CX,fJ,)fur 1 < oc < 00.

Bemerkung. Da eine approximativ kompakte EU-Teilmenge eines uniform
konvexen Banach-Raumes konvex ist (Efimov und Stechkin [4]) und da die
Menge Ra. im allgemeinen nicht konvex ist, foIgt aus Satz 4, daB die Menge
Ra. im allgemeinen keine EU-Teilmenge von La.(X,fJ,) ist.

Aus Lemma 1, Satz 1 foIgt unmittelbar

SATZ 5. Sei oc E {t, co}. 1st fE Lex(X,fJ,) und {rn : n EN} C Rex eine Minimal­
folge fiir f in Rex, so gibt es eine Tdlfolge {rnl ; i E N} und ein r E 4>a.(f) so, daft
rnl ~ r in .M(X,fJ,).

Bemerkung. Satz 5 impliziert insbesondere, daB R I bzw. Roo eine E-Teil­
menge von LI(X,fJ,) bzw. Loo(X,fJ,) ist (vgI. Newman und Shapiro [6] und
Boehm [1]).

Das foigende Beispiel illustriert die Aussage von Satz 5 fUr oc = co. Sei X
das kompakte Intervall [0,1] und sei fJ, das gewohnliche Lebesgue-MaB auf
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-t~x~I

O~x~-t

[0,1]. Die Elemente g" g2 E C(X) seien definiert durch g,(x) = 1, g2(X) = x
fUr x EX und es sei P = {ag2: a E R}, Q = rag, + bg2: a,b E R}. Dann ist

Roo = rag, : a E R} U {ag2 : a E R} U { a
g
t :a, bE R, 0 < b < IJl.

g, - g2

U{bg, +~f~ b)g2 : a, bE R, 0< b < I}.

Insbesondere ist Roo c C(X). Seien nun/,,/2 E C(X) definiert durch

{
4X'

I,(x) :=
4-4x,

{

2-4X
lix):= '

-2 +4x, 1- ~ x ~ 1

Dann ist CfJoo(f,) = CfJoo(f2) = 1 und ePoo(f,) = ePoo(f2) = {g,}.
Obwohl nun I, and h. denselben Abstand von Roo und dasselbe, einzige,

Element bester Approximation in Roo haben, ist das Stetigkeitsverhalten der
Abbildung ePoo in den Punkten I, und 12 vollig verschieden, denn einerseits
gilt: Die Foige {rn: n E N, n ~ 2} c Roo, definiert durch

. g2
rn ·= 1 n-I

-g +--gn' n 2

ist eine Minimalfolge fUr I, in Roo, aber es gibt keine Teilfoige {rnl : i EN} so,
daB fig, - rnlll : --+ 0.6 Insbesondere ist also Roo keine approximativ kompakte
Teilmenge von C(X) und daher erst recht nicht von Loo(X,JL). Andererseits
aber gilt: Jede Minimalfolge {rn': n EN} c R" fUr 12 in Roo konvergiert in
Loo(X,JL) gegen das einzige Element g, bester Approximation von h. in Roo·

Es ist interessant, dieses Beispiel zu vergleichen mit einem Satz von Cheney
und Loeb [2; Theorem (A)], in dem ein Problem der besten Approximation in
reellen Banachraumen yom Typ C(X) durch verallgemeinerte rationale
Funktionen behandelt wird, bei dem das Stetigkeitsverhalten der metrischen
Projektion in Punkten mit denselben Elementen bester Approximation
dasselbe ist.

1m folgenden Satz wird die Konvergenz des P6lya-Algorithmus (P6lya [7])
fUr den vorliegenden Fall der Approximation durch verallgemeinerte rationale
Funktionen behandelt (vgl. hierzu Krabs [5])

6 Man kann leicht eine Folge {h.:n E N} c C(X) angeben so, daB 11ft - h.il" ....... 0 und
</Joo(h.) = {r.} fUr n E N.
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SATZ 6. Sei fE Loo(X,p,), sei {cxn : n E N} eine Folge ree/ler Zahlen mit
1 ~ CX I ~ CX2'" und CXn-')- 00 und sei I'"'n E ep",.(f) fur n EN, i.e. ilf- I'"'nll"n
= fP,xn(f) = inf{llf- rll"n: I' E R,,}. Dann konvergiert die Folge

{p,(X)-II"nCfJ"'n(f): n E N}

monoton zunehmend gegen CfJoo(f). Ferner gibt es ein I' E ep",(f) und eine Teilfolge

{r"'n, : i E N}
so, daft

I'"n, -')- I' in M(X, p,). 7

Beweis. Es seien zwei leicht zu beweisende Aussagen vorausgeschickt:

(i) 1st 1 ~ cx ~ fJ ~ 00, so ist fUr jedes g E Lp(X,p,)

p,(X)-I/'" llgll", ~ p,(X)-I/P I!glip.

(ii) 1st {fJn: n EN} eine Folge reeller Zahlen mit 1 ~ fJI < fJ2 < ... und
fJn -')- oc, so konvergiert fUr jedes g E Loo(X, p,) die Folge

{p,(X)-I/Pn Ilgllpn : n E N} monoton zunehmend gegen I!gil"".

Aus diesen beiden Aussagen folgt unmittelbar

(iii) 1st 1 ~ cx ~ fJ ~ <Xl, so ist fUr jedes g E L",(X,p,)

p,(X)-I/"fP,x(g) ~ p,(X)-I/PCfJP(g) ~ CfJ",(g).

FUr den nun folgenden Beweis des Satzes sei ohne Beschdinkung der
Allgemeinheit CXn = n fUr n E N.

Zunachst ist wegen (i) und (iii) fUr jedes n E N

Ilf - rnlll ~ p,(x)I-l/n ilf- rnlln= p,(X)1-1In CfJn(f) ~ p,(X) CfJ",,(f),

und daher ist die Folge {rn: n E N} c R I beschrankt in LI(X,p,). Nach Lemma
1 (ii) gibt es dann eine Teilfolge {I'n, = T(Pn"qnD : i EN} und ein I' = T(p,q) E R I
so, daB die Folge {(Pn"qn): i E N} in P x S(Q) gegen (p,q) konvergiert.
Nach Satz 2 folgt daraus, daB r n, -')- I' in M(X,p,).

Sei nun

Ek : = {x EX: Iq(x)1 ~ M\i~ q-l(O)

fUr kEN. Dann liegt die Folge {If - 1'1 XEk: kEN} in Loo(X,p,) und konvergiert
p,-fast tiberall und monoton zunehmend gegen die Funktion !f- 1'1.

7 Dieser Satz sollte natiirlich nur dann zur Berechnung von 'P",,(f) bzw. <Poo(f) fUr Elemente
f aus Loo(X, p.) benutzt werden, wenn Verfahren vorliegen, und das scheint fUr die verall­
gemeinert rationale Approximation bis heute nicht der Fall zu sein, die es gestatten, 'Pa(f)
bzw. <Pa(f), 1 < IX < co, wesentlich einfacher zu berechnen.
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Wegen (i) und (iii) ist fur i,j, kEN mitj;:;: i

~ p,(X)l 'n; rpXJ(f) + L(rnJ - r) XEk',nc

Bildet man in dieser Ungleichung den Limes fUr j --+ T; (man beachte (iii)), so
folgt, daB fUr i, kEN

!,(f- r) XE/n; ~ p,(X)Cni lim p,(X)-I/IIJ rpn/f) ~ p,(X)Uni rpoc(f),
j-7:X>

Also ist

und es gilt fUr jedes i E N

if- r,'lIi ~ p,(X)ln; lim p,(X)-l/nJrpn/f) ~ p,(X)l/nirp"lf).
j~::o

Daraus folgt, daB r E Roc. Bildet man nun in der letzten Ungleichung den
Limes fUr i --+ 'X) (man beachte (ii)), so folgt weiter, daB

J - r' oc ~ lim p,(X)-l:nJrpnlf) ~ %,(f)·
j~::c

Da nun in dieser Ungleichung an allen Stellen das Gleichheitszeichen stehen
muB, ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Aus dem letzten Satz folgt unmittelbar: 1st fE Loc(X,p,), ist
{:XII: n E N} eine Folge reeller Zahlen mit 1~ :Xl < 0(2 < ... und ct.n --+ oc und
ist retn E 1>a.(f) fUr n E N, dann sind aIle Hiiufungspunkte der Folge {ran: n E N}
in M(X,p,) Elemente von 1>oo(f).
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