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Approximative Kompaktheit verallgemeinerter
rationaler Funktionen
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Eine nichtleere Teilmenge A eines reellen Banach-Raumes B heilit nach
Efimov und Stechkin [4] approximativ kompakt, wenn fiir jedes b in B jede
Folge {a,:neN}< A mit [b—a,|—inf{j|b—a,:ac A}' eine Teilfolge
enthilt, die gegen ein Element von A4 konvergiert. Man zeigt leicht, daf} eine
approximativ kompakte Teilmenge eines reellen Banach-Raumes Existenz-
menge? ist und daB die zugehorige mengenwertige metrische Projektion
stetig von oben ist? (vgl. Singer [8], der ausfiihrlich auf die Bedeutung des
Begriffs der approximativen Kompaktheit eingeht).

Fiir die Konstruktion von Verfahren zur numerischen Behandlung des
Problems der besten Approximation von Elementen eines reellen Banach-
Raumes B durch Elemente einer nichtleeren Teilmenge 4 von B ist es von
groBer Bedeutung, zu wissen, ob die Menge A approximativ kompakt ist.
In sehr vielen-wenn nicht in allen-bekannten Verfahren zur Konstruktion
eines Elementes bester Approximation in 4 zu einem vorgegebenen Element
b von B wird ndmlich zunichst eine Minimalfolge fiir b in 4 konstruiert, von
der dann auf die eine oder andere Weise gezeigt wird, daB sie eine Teilfolge
enthilt, die gegen das gesuchte Element bester Approximation konvergiert.
Weill man nun aber, daB die Menge 4 approximativ kompakt ist, so weil3
man a priori, daB} jede Minimalfolge in A4 fiir ein vorgegebenes Element 5 von
B eine konvergente Teilfolge enthilt, deren Limes ein Element bester Ap-
proximation fiir b in A4 ist.

Die folgenden Voraussetzungen gelten fiir die ganze Arbeit. MaBtheoretische
Begriffe und Bezeichnungen werden stets im Sinne von Dunford und Schwartz
[3] verstanden. Alle auftretenden Funktionen seien reellwertig. Zwischen

! Eine solche Folge heiBt Minimalfolge fiir 5 in A.

2 Siehe unten.

3 Das nach dieser Bemerkung mit dem Problem der approximativen Kompaktheit eng
verkniipfte Problem der Stetigkeit von metrischen Projektionen ist fiir den Fall der besten
Approximation in reellen Banach-Rdumen vom Typ C(X) durch verallgemeinerte rationale
Funktionen von einer Reihe von Autoren behandelt worden, allerdings stets unter der-hier
grundsitzlich nicht gemachten-Voraussetzung der eindeutigen L&sbarkeit des Approxi-
mationsproblems (vgl. hierzu Cheney und Loeb [2] und Werner [9], der die Bedeutung dieses
Problems fiir numerische Verfahren behandelt).
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Funktionen und Aquivalenzklassen von Funktionen beziiglich eines MafBes
wird, wenn keine Miflverstindnisse zu befiirchten sind, nicht unterschieden.

X sei ein kompakter Hausdorff-Raum und p sei ein positives Mall aus
rea(X) mit supp(p) = X.* P und Q seien endlich-dimensionale Teilriume des
reellen Banach-Raumes C(X) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf X,
ausgestattet mit der sup-Norm. Es sei dimQ = 1. S(Q) bezeichne die Ein-
heitssphire von Q, i.e. die Menge {g€ Q : sup{jg(x)|: xe X} =1}. P x S(Q)
bezeichne den vollstindigen metrischen Raum aller Paare (p,q) mit p € P,
g € S(Q), ausgestattet mit der Metrik

d((PsQ), (plsql)) L= Sup{sup{[p(x) —p’(x)l ‘XE X}’
sup{lg(x) —¢'(x)| : x € X}}.

Es gelte u(g~1(0)) = O fiir jedes g € S(Q).

M(X, i) bezeichne den vollstindigen reellen metrischen linearen Raum aller
reellwertigen, p-meBbaren Funktionen (modpu!) auf X, ausgestattet mit der
Metrik

d,(f,8) :=inf{e+p{xe X :|f(x) - g(x)| > €}}.

7 bezeichne die Abbildung von P x S(Q) in M(X,u), die jedem Paar
(p.q) das Element (p,q) von M (X, p) zuordnet, das durch

(p,q) (x) : = p(x)/q(x)

fiir x € X\¢g~'(0) wohldefiniert ist (man beachte, daB u(g~'(0)) = 0 fiir jedes
g € S(Q)). Die Elemente von 7(P x S(Q)) heilen aus naheliegenden Griinden
verallgemeinerte rationale Funktionen.

Sei 1 £ a £ «. Die Menge R, sei definiert durch

R, :=1(Px 8(Q) N L(X, ).

Die tibliche Norm des reellen Banach-Raumes L (X, 1) wird mit .}, bezeich-
net. Fiir jedes fe L (X, ) sei der Abstand ¢,(f) von fzu R, bzw. die Menge
¢ (f) der Elemente bester Approximation von fin R, definiert durch

(Pa(f) = lnf{lf—" rl:z ‘re Raz}
bl ) i={reR, | f—ril. = (f)}

Die Menge R, heiBe E- bzw. U- bzw. EU-Teilmenge’ von L, (X, u), wenn fiir
jedes fe L,(X,pn) die Menge ¢,(f) mindestens ein bzw. hochstens ein bzw.
genau ein Element enthilt.

4 supp (p) bezeichnet den Triger des Mafles p.
5 E- bzw. EU-Mengen heiflen in der Literatur oft Existenz- bzw. Chebychev-Mengen.
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Wegen supp(p) = X ist C(X) in kanonischer Weise linear und isometrisch
in L (X,n) eingebettet. Wegen u(g7'(0))=0 fiir jedes ge S(Q) ist
supp(q) := X\g~'(0) = X fiir jedes ¢ € S(Q). Mit Hilfe dieser Uberlegungen
kann man aus spiteren Aussagen iiber die Approximation von Elementen
von L (x,p) durch Elemente von R, Ergebnisse von Newman und Shapiro
{6] und von Boehm [/] ableiten.

Es sei noch das fiir einige spitere Uberlegungen niitzliche Diagramm von
simtlich stetigen Inclusionsabbildungen erwédhnt:

M(X, 1) 2 Li(X, p) 2 L(X, 1) @ Lp(X, p) @ L(X, ) @ C(X)
U U U U U
PxS(@)> R > R, > Rg > R,
1Sa<B=S .

LemMMA 1. (i) Sei {(p,.q.) : n € N} eine konvergente Folge in P x S(Q) mit
dem Limes (p,q). Dann gilt
|
Ipo(x)  p(x) |
e —==l:ixe A} >0
{iq..(x) q(x)| J

fur jede abgeschlossene Teilmenge A von X, die in
X\(g7'O) U Ug;'(0))
neN
liegt.

(ii) Sei 1 S« < o und sei {r,=7(p,,q,): n€ N}< R, eine beschrinkte
Folge in L(X,p). Dann gibt es ein r=1(p,q) € R, und eine Teilfolge
{rn; = 7(Puqn) i € N} s0, daf die Folge {(pn.q,): i€ N} in P X S(Q) gegen
(p.q) konvergiert und so, dap fiir jedes f € L (X, )

If—rly £ limsup{||f—r.ll, : ne N}
Beweis. ad (i): Sei 8:=inf{|g(x)|: x e 4}. Dann ist >0 und wegen

(Pwq,) — (p,q) in P x S(Q) gibt es ein n, € N so, daB inf{|g(x)]|: x € A} = 48
fiir jedes n = ny. Daher ist fiir jedes n = g und fiir jedes x e 4

pux) PO 1
2.6 g g0 q(x)

‘ lpn(x)q(x) - P(x) qn(x)l

2 T
= 55 (1Pn—plollgllo + 1Pl 1. = q1'c)

und daraus liest man die Behauptung ab.
ad (ii): Da die Folge {r,= 7(pn,q,) : n € N} beschriankt ist in L,(X,pr)
und da fiir jedesne N

”pnl!fx é ”pn - rnqn||oz + ”rnanx = ”rnqn”a

= ”rnl|oz |[qn”uo = “rnl!ou
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ist die Folge {ip,",: n € N} beschrinkt. Da auf dem endlich-dimensionalen
Banach-Raum P alle Normen &quivalent sind. ist also auch die Folge
{ipal'. : n € N} beschriankt. Die Folge {(p,,9,): n € N} ist also beschrinkt in
P x S(Q) und hat daher eine Teilfolge {(p,,q,): i€ N}, die in P x S(Q)
gegen ein (p,q) € P x S(Q) konvergiert. Sei nunfe L(X, ) und sei

EyimfreX :la@) 2 ;]\ Yar'©)

neN

fiir k € N. Dann liegt die Folge {| f — r | xg, : k € N} in L, (X, ) und konvergiert
p-fast iiberall und monoton zunehmend gegen die Funktion |f — r|. Da weiter
firi,keN

|(f_ r )XEk“ S |(f_ m)XEk“at + ii!(rni - r)XElez é hf— rml'fx
+ I.I(rni - r)XEk|:1

und da wegen (i) i|(r,, — F)xe . — 0 fiir jedes ke N, ist [f—r]|e L (X,n)
und daher auch r e L (X,p) und es gilt

[ f—rh, S limsup{ f—r,i,: ne N}

SATZ 2. Die Abbildung 7 ist eine stetige Abbildung des metrischen Raumes
P x S(Q) in den metrischen Raum M (X, ).

Beweis. Sei {(p,,q,) : n € N} eine konvergente Folge in P x §(Q) mit dem
Limes (p,q). Da
N:=q7'OU Ug(0)

eine u-Nullmenge ist und da p reguldr ist, gibt es zu jedem e > 0 eine offene
Teilmenge E von X mit N< F und u(E) < e. Mit Lemma 1 (i) folgt hieraus,
daB die Folge {r(p,.q,): ne N} p-gleichmiBig, und daher insbesondere in
M(X,p), gegen 7(p,q) konvergiert.

Zu den folgenden beiden Sitzen vgl. Efimov und Stechkin [4].

SATz 3. Die Menge R, ist schwach folgenabgeschlossen in L (X,u) fiir
I <a< o,

Beweis. Die Folge {r,=71(p,,q.):neN}< R, konvergiere schwach in
L (X,p) gegen fe L (X,un). Dann ist {r,: n € N} beschriankt in L (X,un) und
daher gibt es nach Lemma 1 (i) ein r=1(p,q) € R, und ein Teilfolge
{ru; = 7(Pnppqn) : i € N} 50, daB die Folge {(pn;,q,,): i € N} in P x S(Q) gegen
(p,q) konvergiert. Sei nun

= {x eX:lgx)|z E]}\qu;lw)
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fiir k € Nund sei g : = sgn(f — r) € L (X, ). Dann liegt die Folge {|f—r|xzg,:
ke N} in L(X,u) und konvergiert u-fast iiberall und monoton zunechmend
gegen die Funktion |f— r|. Fiir jedes k € N konvergiert die Folge

([, ¢u®) = (D e xa (I (d) : i€ N)

nach Lemma 1 (i) gegen Null und sie konvergiert gegen

[, 69— r(0) () xeo0) (@),

da die Folge {r,,: i € N} schwach gegen f konvergiert und da gyg, € L.(X, ).
Also ist

0= (f() — ()2 xe¥) pd®) = [ 1£(x) = r ()| xe(¥) pld)

fiir jedes k € N und daher ist auch

[, 17 = re) wd) =0,
ie.f=reR,.

Da L (X,p) fiir ] <o <o ein uniform konvexer Banach-Raum ist und
da eine schwach folgenabgeschlossene Teilmenge eines uniform konvexen
Banach-Raumes approximativ kompakt ist (Efimov und Stechkin [4]), folgt
aus Satz 3.

Satz 4. Die Menge R, ist eine approximativ kompakte Teilmenge von
L(X,p) fiirl <a< oo,

Bemerkung. Da eine approximativ kompakte EU-Teilmenge eines uniform
konvexen Banach-Raumes konvex ist (Efimov und Stechkin [4]) und da die
Menge R, im allgemeinen nicht konvex ist, folgt aus Satz 4, daB die Menge
R, im allgemeinen keine EU-Teilmenge von L, (X, p) ist.

Aus Lemma 1, Satz 1 folgt unmittelbar

Satz 5. Sei € {l,w}. Ist fe L(X,p) und {r,: n€ N} < R, eine Minimal-
Jolge fiir f in R,, so gibt es eine Teilfolge {r,,: i € N} und ein r € ¢,(f) so, dap
Poy —> 1 in M(X,p).

Bemerkung. Satz 5 impliziert insbesondere, daB R, bzw. R eine E-Teil-
menge von L;(X,p) bzw. L (X,p) ist (vgl. Newman und Shapiro [6] und
Boehm [1]).

Das folgende Beispiel illustriert die Aussage von Satz 5 fiir o« = co. Sei X
das kompakte Intervall [0,1] und sei p das gewdhnliche Lebesgue-MaB auf
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[0,1]. Die Elemente g,, g, € C(X) seien definiert durch g,(x) =1, g,(x) =x
fiir xe X und es sei P={ag,:ae R}, Q=1{ag, + bg,:a,be R}. Dann ist

Rw={ag1:aeR}U{ag2:aeR}U{—ag—z—:a,beR,0<b<ll
&1 —bg, J

ags
U{—w*:a,beR,0<b<1}.
bgi +(1-b)g,

Insbesondere ist R, < C(X). Seien nun f}, f; € C(X) definiert durch

4x, 0<x=z4
Silx) =

4—-4x, $=<x=1

2—4x, 0=x=}
fox) :=

-2+4x, }=<x=s1

Dann ist @o(f1) = @(f2) = 1 und ¢.(f3) = dul(f2) = {81}-

Obwohl nun f, and f; denselben Abstand von R, und dasselbe, einzige,
Element bester Approximation in R, haben, ist das Stetigkeitsverhalten der
Abbildung ¢, in den Punkten f; und f; véllig verschieden, denn einerseits
gilt: Die Folge {r,: ne N, n z 2} < R, definiert durch

g2
1 n—1

’_181‘*' n &2

Ipi=

ist eine Minimalfolge fiir f; in R, aber es gibt keine Teilfolge {r,,: i € N} so,
daB ||g, — r,)l : — 0.6 Insbesondere ist also R, keine approximativ kompakte
Teilmenge von C(X) und daher erst recht nicht von L_(X, ). Andererseits
aber gilt: Jede Minimalfolge {r,’: ne N} < R_, fiir f, in R, konvergiert in
L.(X,u) gegen das einzige Element g, bester Approximation von f; in R,.

Es ist interessant, dieses Beispiel zu vergleichen mit einem Satz von Cheney
und Loeb [2; Theorem (A)], in dem ein Problem der besten Approximation in
reellen Banachriumen vom Typ C(X) durch verallgemeinerte rationale
Funktionen behandelt wird, bei dem das Stetigkeitsverhalten der metrischen
Projektion in Punkten mit denselben Elementen bester Approximation
dasselbe ist.

Im folgenden Satz wird die Konvergenz des Pélya-Algorithmus (Pélya [7])
fiir den vorliegenden Fall der Approximation durch verallgemeinerte rationale
Funktionen behandelt (vgl. hierzu Krabs [5])

¢ Man kann leicht eine Folge {#,:n € N} = C(X) angeben so, daB || f; — A,ll,, > 0 und
¢m(hn) = {I‘ n} firne N.
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SATZ 6. Sei fe L. (X,u), sei {«,:ne N} eine Folge reeller Zahlen mit
1S£a,La,... und o, —> o und sei r, €¢,(f) fiir neN, ie f—ryla
= @, (f)=1iof{l|f— r|l,,: r € R,}. Dann konvergiert die Folge

{(X) ™"y, (f) :me N}
monoton zunehmend gegen . ( f). Ferner gibt es ein r € ¢.( f) und eine Teilfolge
{ran, i€ N}

so0, daf
Fon, ~> T in M(X, p).7

Beweis. Es seien zwei leicht zu beweisende Aussagen vorausgeschickt:
() Ist 1 S « < B < o, so ist fiir jedes g € Lg(X, p)
p(X) gl £ (X)) VR gllg

(i) Ist {B,: n € N} eine Folge reeller Zahlen mit 1 £ B8, <8, <... und
B. — =, so konvergiert fiir jedes g € L (X, ) die Folge

{u(X) Vb lgllg, : # € N} monoton zunehmend gegen | gil,.
Aus diesen beiden Aussagen folgt unmittelbar
(i) Ist 1 £ « £ B £ o, so ist fiir jedes g e L (X, 1)
WX) V2 p,(8) £ i X) VP pp(8) < 9.()-

Fiir den nun folgenden Beweis des Satzes sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit oo, =n fiirn e N.
Zunichst ist wegen (i) und (iii) fiir jedesn e N

If = ralls S g 71 f = rlly = (X)) " @, (f) = (X)) @),
und daher ist die Folge {r,: n € N} < R, beschrénkt in L,(X, ). Nach Lemma
1 (ii) gibt es dann eine Teilfolge {r,, = (P, 4.5 : i € N} und ein r = 7(p,q) € R,
so, daf} die Folge {(pn,q.): i€ N} in P x S(Q) gegen (p,q) konvergiert.
Nach Satz 2 folgt daraus, daB r,, — r in M (X, p).
Sei nun

Bim{re Xi a2\ Ua©

fiir k € N. Dann liegt die Folge {| f — r| xg, : k € N} in L (X, 1) und konvergiert
p-fast iiberall und monoton zunehmend gegen die Funktion | f— r|.

7 Dieser Satz sollte natiirlich nur dann zur Berechnung von ¢ (f) bzw. ¢_(f) fiir Elemente
faus L (X, ) benutzt werden, wenn Verfahren vorliegen, und das scheint fiir die verall-
gemeinert rationale Approximation bis heute nicht der Fall zu sein, die es gestatten, ¢,(f)
bzw. ¢4(f), 1 < « < o, wesentlich einfacher zu berechnen.
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Wegen (i) und (iii) ist fiir 7, j, ke Nmitj = i

|(f‘7 r)XEk- ni g (fi rn‘,-) XEk n, v -.('.Ilj ’.)XEI.I ni

IIA

V= Py ™ ;=) XEi ni

S p() MmN f = L = ) XEing
= (X)) @y (f) + iy — el

S (X)) " @) + 1wy — 1) XEy i

Bildet man in dieser Ungleichung den Limes fiir j — = (man beachte (iii)), so
folgt, daB fiiri, ke N

(=) Xe e S (X)) }er,} p(X) M @ (f) £ (XD oo ().

Also ist
re (N R,

xeR, 221

und es gilt fiir jedesie N
=1 < (X)) lim w(X)™1 @, (f) £ (X)) @ (f)-
J—o

Daraus folgt, dall r € R,. Bildet man nun in der letzten Ungleichung den
Limes fiir i — = (man beachte (ii)), so folgt weiter, daB3

fere s }E?o HX) M @u () £ pu(f)-

Da nun in dieser Ungleichung an allen Stellen das Gleichheitszeichen stehen
mubB, ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Aus dem letzten Satz folgt unmittelbar: Ist fe L (X, u), ist
{a,: n e N} eine Folge reeller Zahlen mit 1 £ x; <, <... und «, - « und
istr,, € ¢, (f) fiir n € N, dann sind alle Hiufungspunkte der Folge {r,,: ne N}
in M(X,u) Elemente von ¢ (f).
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